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RESUMO 

Nos últimos anos, diversas questões levantadas pelo estudo empírico de redes reais 
tornaram-se acessíveis a tratamentos teóricos e computacionais. Iniciamos este tra-
balho, apresentando uma análise introdutória das Redes Complexas e mostramos 
uma aplicação prática: a análise da robustez da rede de distribuição elétrica brasilei-
ra. Isto é realizado por meio da comparação de propriedades estruturais da rede, tais 
como a distribuição de conectividade, diâmetro, coeficiente de agrupamento. Usa-
mos esta análise para propor alternativas para as conexões da rede, o que pode 
contribuir para o aumento da robustez  de projetos de manutenção e/ou expansão 
da rede, e melhorar a sua resistência contra apagões. 

PALAVRAS-CHAVE: redes complexas, apagões, rede de destruição elétrica, falha, 
ataque.  

ABSTRACT 

In recent years, many questions raised by the empirical study of real networks be-
came accessible to theoretical and computational treatments. We start this work by 
presenting a introductory review of the Complex Networks and show a practical ap-
plication: the analyzes of the robustness of the Brazilian electric distribution network. 
This is accomplished by comparing structural properties of the network, such as con-
nectivity distribution, diameter, clustering coefficient. We use this analyzes to propose 
alternatives for the network connectivity, which may contribute to the increase of ro-
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bustness in maintenance projects and/or expansion of the network, improving its en-
durance against blackouts. 

KEYWORDS : .complex networks, blackouts, eletric distribution network, failure, 
attack. 

INTRODUÇÃO 

Teoria dos grafos foi iniciada por Euler no século XVIII, com sua solução do céle-
bre problema das pontes de Königsberg. Como teoria matemática, a teoria dos gra-
fos se consolidou nas décadas e séculos seguintes. No entanto, foi apenas até um 
pouco mais de uma década atrás que uma explosão de pesquisa e aplicações ocor-
reu no que hoje é conhecido como ciência das redes. Em particular, a linguagem de 
grafos e redes se tornou um peça chave no estudo de sistemas complexos (MIT-
CHELL, 2009), pois com sua linguagem de “nós e conexões” provou-se um modelo 
pictórico bastante intuitivo para modelar elementos de um sistema (nós) e suas inte-
rações (conexões). Por esta razão, tanto na ciência moderna, quanto na vida cotidi-
ana, descrições sistemáticas de sistemas interagentes utilizando grandes e comple-
xas redes estocásticas são bastante comuns, e tem atraído cada vez mais atenção 
(STROGRATZ, 2001). Nas últimas décadas, o grande esforço na solução de pro-
blemas inspirados pelo estudo empírico destas redes reais, como as redes sociais e 
redes de computadores, levou a uma intensa intersecção de ideias de campos dis-
tintos (como Grafos, Mecânica Estatística e Computação Científica) resultando numa 
nova área de pesquisa científica, que hoje chamamos ciência das redes complexas. 

As redes complexas tem atraído bastante atenção especialmente pelo fato de di-
versas redes reais apresentarem propriedades topológicas não-triviais, propriedades 
estas que não ocorrem em redes regulares ou em grafos puramente aleatórios (DO-
ROGOVTSEV e MENDES, 2003). Como consequência estas redes também apre-
sentam comportamento não-usual e muitas vezes contra intuitivo; como os efeitos 
de “mundo pequeno”, topologias livre de escala, modularidade, robustez, degene-
rescência, redundância e adaptabilidade; características que não poderiam ser re-
produzidas pelas conectividades apresentadas por redes regulares ou em grafos 
puramente aleatórios. Mais ainda, do ponto de vista da mecânica estatística, redes 
complexas são exemplos de sistemas fora do equilíbrio que não obedecem as re-
gras de “balanço detalhado” e exibem diversas características fascinantes não en-
contrada em sistemas no equilíbrio. 

Neste trabalho, seguimos a classificação sugerida por NEWMAN (2003), que su-
geriu a divisão das redes complexas em quatro categorias: redes sociais, de infor-
mação, tecnológicas e biológicas. Nossa intenção é fazer uma breve apresentação 
das características mais importantes dos diferentes tipos de redes. 

• Redes Sociais: As pessoas fazem o papel de vértice e as interações entre 
elas são as ligações. As redes sociais seguramente estão entre as mais 
estudadas (ADAMIC e ADAR 2003). 

• Redes de Informação: Também conhecidas como redes de conhecimento 
são obtidas de bases de conhecimento formal, como as citações de arti-
gos científicos, a World Wide Web (ADAMIC e HUBERMAN, 2000), os re-
gistros de patentes, a estrutura das linguagens, etc. 
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• Redes Tecnológicas: Redes construídas pelo homem e desenvolvidas pa-
ra distribuir algum bem de consumo ou algum recurso (SEN et al, 2003), 
tal como eletricidade e informação transmitida via Internet (BANAVAR et 
al, 1999). 

• Redes Biológicas: O exemplo clássico (WEST et al, 1999) é a rede de pro-
teínas de levedura (yeast), onde os vértices representam as proteínas e as 
ligações (dirigidas) representam a interação física entre duas proteínas. 

PROPRIEDADES DAS REDES 

Uma definição para rede é: um conjunto de itens, que chamamos de nós (vérti-
ces), com ligações entre eles, chamadas de conexões (arestas). Nesta seção, mos-
traremos algumas propriedades básicas de uma rede, ignorando em um primeiro 
momento possíveis complicações. Em particular, ignoraremos direções ou pesos 
associados as conexões e também não consideraremos cores ou rótulos adiciona-
dos aos nós. Além disso, ficaremos restritos ao caso mais simples onde existe no 
máximo uma conexão entre o mesmo par de vértices, e um vértice não pode se co-
nectar a ele mesmo (grafos simples). O número máximo  de conexões de um grafo 
simples é , que em uma rede grande é muitas ordens de grandeza 
maior que o número típico de conexões nas redes reais de interesse nas quais 

. 
Um exemplo destas redes simples são as chamadas redes regulares, nas quais 

cada nó tem exatamente o mesmo número de conexões. Por outro lado, é simples 
construir uma rede completamente não regular. De fato, dados  vértices, podemos 
atribuir aleatoriamente conexões a cada vértices, construindo uma rede na qual cada 
uma das conexões possíveis tem probabilidade  de ocorrer. Este é o chamado mo-
delo de Erdös-Rényi (ER) (ERDÖS e RÉNYI, 1959), é fácil mostrar que nessas con-
dições o número de ligações que conecta cada vértice, que chamamos de grau do 
vértice, segue uma distribuição binomial, 

. 

 
Para um grande número de vértices, essa distribuição tende a distribuição de Pois-
son: 

 

  (1) 
 

com  e . As distribuições de conectividades de redes aleatórias, 
como a de ER, tem uma distribuição “em forma de sino” (análoga à distribuição nor-
mal no caso contínuo). Essa distribuição tem algumas características marcantes, 
seu pico é pronunciado, indicando que a maioria dos vértices têm, em média, o 
mesmo número de ligações. Nos extremos desta distribuição estão representados 
os vértices raros, com conectividade muito baixa ou com conectividade muito alta . 
Por outro lado, estudos empíricos (NEWMAN et al, 2001) apontam que redes reais 
têm um comportamento muito diferente, com uma distribuição com “cauda pesada” 
caracterizada pelo decaimento na forma de uma lei de potências  

   (2) 
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onde  é uma constante e é a função zeta de Riemann. Em tais distribuições e-
xistem muitos itens com valores pequenos e alguns poucos itens com valores enor-
mes. A “cauda pesada” da distribuição refere-se ao fato de um número pequeno, 
mas não insignificante de itens na distribuição assumir valores extremamente gran-
des em relação à média. Em outras palavras, redes reais parecem conter muitos nós 
com grau muito pequeno, mas também um pequeno número de nós (ou “hubs”) com 
um grau muito elevado. A presença de uma lei de potência sugere que as redes re-
ais seriam um fenômeno críticos, apresentando transição de fase (topológica) análo-
ga a diversos fenômenos descritos pela física estatística, que exibem uma transição 
de fase entre estados ordenados e aleatórios ou vice-versa. Na transição, esse sis-
temas podem apresentar as propriedades de “auto-similaridade”, “fractalidade” ou 
“de escala livre”1 
O fato de que muitas redes do mundo real apresentarem distribuições de conectivi-
dade do tipo “cauda pesada”, é uma forte evidência que os mecanismos para a ge-
ração destas redes devem ser capazes de gerar nós com estas distribuições de co-
nectividade (NEWMAN et al, 2001)2. Esta é a motivação para os modelos de cone-
xão preferencial como os propostas em (BARABÁSI e ALBERT, 1999). O modelo 
Barabási-Albert (BA) fornece um algoritmo para construção de redes livres de esca-
la, a partir de dois ingredientes principais: crescimento e o mecanismo de conexão 
preferencial. A grosso modo, isso significa que novos nós tendem se ligar a nós com 
um alto grau. Por exemplo, uma nova página da web irá adicionar hiperlinks para 
páginas populares da web que já têm um alto grau. O algoritmo utilizado no modelo 
de BA é o seguinte:  Começando com um pequeno número ( ) de nós conectados, 
adiciona-se um novo nó com  arestas que ligam o novo nó para os  nós  di-
ferentes já presentes na rede. Ao escolher os nós aos quais o novo nó se conecta, 
assumimos que a probabilidade  de que um novo nó será conectado ao i-ésimo nó 
depende de , o grau de nó i, de tal forma que: 

  (3) 

REDE DE DISTRIBUIÇÃO DE ENERGIA ELÉTRICA DO BRASIL 

Estudamos a rede de distribuição de energia elétrica do Brasil (DEEB), como po-
demos ver na figura 1a. A partir de uma perspectiva de redes complexas, onde as-
sociamos as estações e subestações com vértices de uma rede e as ligações entre 
os vértices representam as linhas de transmissão. Fizemos também um estudo 
comparativo com os modelos mais conhecidos, como o ER, Modelo de Configura-
ção  (BENDER e CANFIELD, 1978) e BA (BARABÁSI e ALBERT, 2002), e compa-
ramos com os resultados obtidos em redes de distribuição elétricas reais. Fizemos 
essa análise comparativa fazendo uso das seguintes grandezas: distribuição de co-
nectividades; diâmetro; coeficiente de agrupamento, que são frequentemente utiliza-
das nos estudos das redes complexas. Na Figura 3(a), vemos a rede DEEB. 

                                                           
1 O termo “de escala livre” se refere a qualquer forma funcional  que permaneça inalterada na presença de um fator multiplicativo, i.e. 

 (onde a e b são constantes). É fácil mostrar que  apenas as leis de potência respeitam essa condição, de forma que os ter-
mos “lei de potência” e “de escala livre” são equivalentes. Distribuição do tipo lei de potência são por vezes confundidas com as leis de 
Pareto ou de Zipf. 
2 Contudo, é possível gerar de maneira relativamente simples grafos aleatórios em que a distribuição de conectividades  assuma a forma 
desejada, este é o chamado modelo de configuração. 
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(a) Mapa da distribuição das linhas de alta 

tensão em todo o território nacional 

 
(b) Informações das linhas de 

transmissões (existentes e 
a serem construídas) por 

todo o Brasil. 

FIGURA 1. Linhas de altas tensões do Brasil. Fonte: www.ons.org.br 

ANÁLISE ESTRUTURAL DA DEEB 

Para os fins desta análise, os dados referentes a rede DEEB podem ser compa-
rados com dados da rede de distribuição de energia elétrica dos Estados Unidos da 
América DEEUA veja a Figura 2(a) e a referência (ALBERT et al, 2004) para maio-
res detalhes. Verificamos que a probabilidade, , de que uma estação (ou subes-
tação) tenha  linhas de transmissão decai exponencialmente (veja Figura 2(b)), da 
seguinte forma, 

 
  (4) 

 
com . A forma funcional da Equação (4)) mostra que a DEEUA é uma rede de 
escala única e a probabilidade de se encontrar vértices de alta conectividade em 
redes de escala única é menor do que em redes de escala livre. Analogamente, na 
Figura 3(b), vemos que a distribuição de conectividade da rede DEEB decai expo-
nencialmente com , de forma similar a rede DEEUA. 

Vemos a distribuição de conectividade da rede construída com o modelo de con-
figuração (Fig. 4(a)). No gráfico seguinte, Fig. 4(b),vemos a distribuição de conectivi-
dade da rede construída com o modelo Erdös-Rényi. 
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(a) Rede complexa do sistema de dis-

tribuição de energia elétrica dos 
EUA. Fonte: 

http://pajek.imfm.si/doku.php?id=do
wnload 

 
(b) Distribuição de conectividade do 

sistema de distribuição elétrica 
dos Estados Unidos da América. 

Fonte: próprio autor.  

FIGURA 2. Rede complexa DEEUA. 
 

 
(a) Rede do sistema de distribuição 

de energia elétrica do Brasil (DE-
EB). Fonte: próprio autor. 

 
(b) Distribuição de conectividade do 

sistema de distribuição elétrica do 
Brasil (DEEB). Fonte: próprio au-

tor.  

FIGURA 3. Rede complexa DEEB.. 
 

 
(a) Distribuição de conectividade da 

rede construída com o modelo de 
configuração. Fonte: próprio autor. 

 
(b) Distribuição de conectividade da 

rede construída com o modelo 
Erdös-Rényi. Fonte: próprio autor.  

FIGURA 4. Rede complexa DEEB. 
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Das redes DEEB (real), ER (simulação) e de configuração  (simulação), extraí-
mos algumas grandezas (veja Tabela 1). Em associação com os resultados obtidos 
(que geraram as dados para construir as Figuras 3(a), 4(a) e 4(b)), podemos concluir 
que as distribuições de conectividades, de todas as três redes, decaem exponenci-
almente. 

 
TABELA 1:  Na primeira coluna, v é o núme-
ro de vértices, e é o número de ligações, <k> 
é a conectividade média, C é o coeficiente 
de agrupamento e D é comprimento médio 
do menor caminho. 
 DEEB Erdös-

Rényi 
Configuration  

V 3732 3436 3732 
E 4540 4558 7087 

<k> 2,43 2,44 3,81 
C 3,88 x 

10-2 
9,19 x 10-5 8,75 x 10-4 

D 16,97 8,97 6,26 

TOLERÂNCIA ESTÁTICA À ERROS E ATAQUES 

A abordagem tradicional para analisar a tolerância estática à erros e ataques 
buscam relação entre a deleção dos vértices e a conectividade total. Uma simulação 
de erro poderia se basear na deleção aleatória de vértices enquanto uma simulação 
de ataque poderia se basear na deleção (em ordem decrescente) dos vértices mais 
conectados. As verificações experimentais referentes a tolerância, da rede DEEB, à 
erros e ataques estão na Figura 5. Nela vemos que, quando a rede está sujeita a 
erros a simulação apresenta um decrescimento monótono da componente gigante  
da rede com o aumento da fração  de vértices retirados (triângulos). No caso da 
simulação da rede DEEB ser submetida a um ataque (a remoção seletiva dos vérti-
ces mais conectados (círculos)) vemos que o tamanho da componente gigante  é 
consideravelmente maior do que quando comparado com o caso de erros aleatórios 
na rede DEEB, para uma mesma fração  de vértices retirados. 

 
FIGURA 5. Tolerância à remoção aleatória (triângulo) e seletiva (círculo) de uma 

fração  de vértices, medidos pelo tamanho relativo  da maior componente conecta-
da (com um  analítico, para o caso aleatório). 
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Para corroborar resultados numéricos de redes de distribuição elétrica (ALBERT 

et al, 2000), uma abordagem analítica foi proposta para estudar tolerância a erros e 
ataques em redes baseada na teoria da percolação (STAUFFER e AHARONY, 
1992). A rede percola abaixo de uma probabilidade crítica  referente a presença ou 
ausência de um número de ligações. Para o caso de tolerância a erros, veja a refe-
rência (MOLLOY e REED, 1998), a condição para a existência de uma componente 
gigante  em uma rede é 

 
. 

 
Para vértices aleatoriamente removidos, a fração crítica  é dada por 
 

 . 

 
Considerando a distribuição de conectividade exponencial da rede de distribuição 
elétrica do Brasil, nós temos que  e , e então 
 

 . 

Para , o valor previsto para a fração de vértice aleatórios,  , é de . 
A noção de que, somente as redes reais que apresentam distribuição de conecti-

vidades decaindo segundo uma lei de potência são robustas para perda aleatória de 
vértices (erro) e extremamente frágil com relação a perda seletiva dos vértices mais 
conectados (ataque) é equivocada. Nosso trabalho mostra que redes de escala úni-
ca (como é o caso rede DEEB), com distribuição de conectividade decaindo expo-
nencialmente, possui comportamento semelhante com relação a tolerância a erros e 
ataques. 

Uma proposta para tornar a rede DEEB mais robustas seria reorganizar o siste-
ma de distribuição de energia elétrica de tal forma a permitir a separação intencional 
de vértices (estações/subestações) dentro de ilhas. Uma segunda proposta seria 
aumentar a redundância da rede, que consiste em aumentar o número de ligações 
entre dois vértices. 

CONCLUSÕES 

Neste artigo nós analisamos algumas ideias recentes sobre a estrutura e função 
dos sistemas em rede. A grande quantidade de pesquisas nesta área tem sido moti-
vada pela capacidade de realizar experimentos que acessam dados de redes reais, 
como a Internet, a World Wide Web, redes sociais, redes de colaboração, redes de 
citação, e uma variedade de redes biológicas. Nestas redes as interações não são 
nem inteiramente causais e nem inteiramente aleatórias, levando a emergência de 
diversos fenômenos novos como “mundo pequeno”, “auto-similaridade”, estrutura de 
comunidade, “navegabilidade”. Diversos modelos de rede têm sido propostos a fim 
de explicar por que estas redes exibem estes comportamentos ou a fim de prever os 
efeitos esperados de uma estrutura de rede. Neste trabalho em particular, mostra-
mos uma aplicação destas ideias no problema de classificação de uma rede DEEB. 

Mostramos que a rede DEEB é uma rede de escala única, com um comporta-
mento bastante distinto do modelo BA , ER ou configuração. Além disto, analisamos 
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a capacidade desta rede em resistir à erros e ataques, e mostramos que a rede DE-
EB é uma rede bastante robusta. Este resultado é contrário da noção tradicional de 
que apenas redes do tipo “ligação preferencial” são robustas para perda aleatória de 
vértices (erro) e frágeis com relação a perda seletiva dos vértices mais conectados 
(ataque). 

O estudo de redes complexas ainda está em sua infância e várias questões ainda 
demandam respostas claras. Ainda começamos a compreender alguns dos padrões 
e regularidades estatísticas na estrutura de redes do mundo real e as técnicas de 
análise de redes são não mais do que um apanhado de ferramentas, em grande par-
te não relacionadas. Análises como a da referência (ONODY e DE CASTRO, 2004) 
ou a da rede DEEB sugerem que ainda faltam mecanismos sistemático para a ca-
racterização de estrutura de rede e de suas propriedades. Compreender quais pro-
priedades estruturais das redes são realmente importantes, certamente dependerá 
das ferramentas disponíveis, mas sobretudo, de quais perguntas estamos interessa-
dos em responder sobre uma rede particular. Tais respostas poderão nos dar uma 
nova visão sobre uma vasta gama de fenômenos complexos e, anteriormente, pouco 
compreendidos. 
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