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RESUMO 

Trabalhos científicos vêm sendo desenvolvidos utilizando modelagem no ensino de 
Matemática. Com base nesse contexto o presente trabalho propõe estimular o 
aprendizado de Matemática utilizando conceitos de modelagem empírica, 
especialmente redes neurais artificiais. Para isso, este estudo foi desenvolvido por 
uma graduanda do curso de Engenharia Química da UFES, sob a orientação de 
pesquisadores universitários. Quatro estudantes de uma escola de ensino médio 
acompanharam todas as etapas deste estudo. É interessante para os alunos 
compreender a aplicação de conceitos apresentados em sala de aula em seu dia-a-
dia. A modelagem é uma ferramenta empregada na solução de problemas por meio 
da predição de comportamentos reais. A técnica de redes neurais é empírica, ou 
seja, apenas dados experimentais são empregados na geração do modelo. Antes de 
começar o trabalho com redes, realizou-se uma introdução à modelagem empírica 
por meio de regressões lineares simples, sendo os dados coletados em experimento 
em laboratório. Em seguida, diversas funções não-lineares univariáveis foram 
estudadas e aproximadas por redes neurais. Em todos os casos, um conjunto de 
100 dados foram gerados para o treinamento das redes. Esses dados correspondem 
ao próprio valor da função a ser representada, acrescido ou não de um erro 
experimental aleatório, com distribuição normal com média nula e desvio padrão 
igual a 0,1. Em cada caso, foram treinadas centenas de redes, com número de 
neurônios variando de 1 a 5. Observou-se que em todos os casos as redes 
representaram de maneira satisfatória as funções propostas. Mais além, os 
conceitos básicos de modelagem empírica foram discutidos a partir das práticas 
propostas.  
PALAVRAS-CHAVE:  Ensino de matemática; Funções Não-Lineares, Modelagem, 
Redes Neurais Artificiais. 
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USE OF ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS AS A STIMULUS TO LEARNING 
MATHEMATICS 

ABSTRACT 
Scientific studies have been developed using modeling in teaching Mathematics. 
Based on this context, this paper proposes stimulate learning math concepts using 
empirical modeling, especially artificial neural networks. Therefore, this study was 
developed by a graduate student in chemical engineering, under the guidance of 
university researchers. Four high school students follow all the steps of this research. 
It is interesting to the students understand the application of concepts presented in 
class in their day-to-day. Modeling is a tool used in the solution of problems by 
predicting actual behavior. The neural network technique is empirical because only 
experimental data are used to generate the model. Before the beginning of the work 
with networks, there was an introduction to empirical modeling through simple linear 
regressions, whose data were collected in laboratory experiment. Then, several 
univariate nonlinear functions were studied and approximated by neural networks. In 
all cases, a set of 100 data were generated for the training of the networks. These 
data correspond to the value of the function itself to be represented, with or without a 
random experimental error with normal distribution, mean equal zero and standard 
deviation equal to 0.1. In each case, hundreds of networks were trained with the 
number of neurons ranging from 1 to 5. It was observed that in all cases the networks 
represented satisfactorily the proposed functions. Beyond the basics of empirical 
modeling were discussed based on the proposed practices. 
KEYWORDS: Nonlinear Functions, Neural Networks, Modeling, Teaching of 
Mathematics. 

 
INTRODUÇÃO 

O processo de elaboração de um modelo matemático na forma de esquemas 
explicativos é um meio de analisar e compreender o significado de modelagem. 
Dessa maneira, a modelagem é uma ferramenta que vem sendo utilizada como 
prática de aprendizagem nas escolas. Conceitos importantes advindos da 
matemática aplicada são utilizados em modelagem com objetivo de desenvolver o 
aprendizado (BARBOSA, 2001). 

Segundo ALMEIDA & SILVA (2010) a modelagem matemática é uma maneira de 
introduzir, na educação de nível médio, o interesse em matemática crítica. Por meio 
de reflexões e atividades de modelagem é possível despertar o empenho de alunos 
em problemas sociais de modo a complementar a formação dos mesmos. 

Com base neste contexto, foi desenvolvido um projeto de pesquisa “Princípios de 
Modelagem Matemática pela Aplicação de Redes Neurais Artificiais” aprovado na 
Chamada Nº 18/2013 MCTI/CNPq/SPM-PR/Petrobras - Meninas e Jovens Fazendo 
Ciências Exatas. O projeto é composto por uma aluna de graduação do curso de 
Engenharia Química, alunas e uma professora do ensino médio, com orientação e 
colaboração de professores do grupo de Modelagem, Otimização e Análise de 
Processos da UFES, MOAP. Esses professores atuam nos cursos de graduação e 
de mestrado em engenharia química da UFES. Os resultados presentes neste artigo 
são parte dos resultados obtidos nas atividades do projeto. 

Objetiva-se, por meio das atividades relacionadas ao projeto, estimular o grupo 
de alunas de ensino médio a ingressarem em cursos superiores com base em 
ciências exatas por meio do treinamento de redes neurais artificiais aplicadas em 
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conceitos de modelagem. A ideia é possibilitar às alunas de ensino médio 
compreenderem a técnica de modelagem por redes neurais a partir do 
conhecimento, próprio de ensino médio, de funções matemáticas de uma variável. 
Mais além, espera-se que este estudo seja uma forma eficiente de incentivo à 
aprendizagem matemática.  

A inserção de alunos de ensino médio no ambiente universitário como forma de 
estímulo ao aprendizado tem sido uma preocupação dos docentes do MOAP. Em 
PELISSON, et al. (2014) são apresentados e analisados resultados de experimentos 
com escoamento gasoso envolvendo alunos de graduação e de ensino médio. Este 
tipo de trabalho demonstra como teorias e práticas relacionadas à engenharia 
podem ser utilizadas como ferramentas de educação para alunos no ensino médio. 

Modelagem Empírica 
Modelo empírico é definido como regularidade ou padrão encontrado através de 

uma análise de dados com objetivo de buscar informações de comportamento ou 
previsão (MORETTIN & BUSSAB, 2010). Para que o modelo seja empírico, na sua 
construção apenas os dados experimentais são empregados, não sendo utilizado 
qualquer tipo de conhecimento à priori do fenômeno estudado. 

Diversas técnicas de modelagem empírica podem ser empregadas, como por 
exemplo, regressão linear simples, regressão linear múltipla, redes neurais. Em 
qualquer um destes casos, o modelo gerado poderá ser empregado na faixa 
operacional dos dados utilizados na sua construção. A tentativa de empregar o 
modelo fora desta faixa, denominada extrapolação, pode resultar em erros. 

Erros de Medidas 
As conclusões obtidas através de observações são submetidas a inúmeras 

condições, uma vez que os resultados apenas são válidos dentro do contexto 
imposto. Porém, na prática não é possível controlar todos os efeitos de uma situação 
real, sendo assim, não há como obter resultados pontualmente corretos. Com isso 
as respostas alcançadas possuem erro experimental, e objetiva-se minimizá-lo a fim 
de serem obtidos resultados mais precisos. Em algumas situações onde se espera 
que as medições tenham boa precisão, os erros distribuem-se aleatoriamente por 
meio da distribuição normal (MONTGOMERY & RUNGER, 2012).  

No contexto deste trabalho, para simular o efeito destes erros de medida, erros 
aleatórios foram inseridos nos valores calculados de funções matemáticas 
conhecidas. As redes neurais foram desenvolvidas para ambos os conjuntos de 
dados, com erros e sem erros e os resultados são comparados. Os erros foram 
gerados aleatoriamente no software Mathcad 14.0, tendo uma distribuição normal 
com média zero e desvio padrão 0,1. A Figura 1 representa o comportamento dos 
erros aleatórios inseridos. 
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      FIGURA 1 – Histograma de distribuição de erros.  
      Fonte: Os autores 
 
 
 
Redes Neurais Artificiais 

O funcionamento das redes neurais artificiais é baseado no conhecimento 
científico sobre como o cérebro humano processa informações, que por sua vez 
distingui-se do processamento de computadores comuns por ter a capacidade de 
reconhecer padrões, perceber situações e imagens já vistas, controlar os 
movimentos de forma sincronizada para realizar atividades, entre outros.  Portanto, 
as redes neurais são capazes de resolver problemas de grande complexidade, 
paralelos e de forma não-linear. O cérebro humano, nos primeiros anos de vida tem 
grande capacidade de aprendizagem, habilidade que se reduz ao longo dos anos, 
mas nunca é extinta. Assim, há acúmulo de experiência com o tempo, sendo 
possível a conclusão de um problema baseado na aprendizagem adquirida. As 
redes neurais artificiais têm o mesmo princípio, o ambiente ao qual a rede é 
submetida influi na forma pela qual o conhecimento é adquirido. O processo de 
aprendizagem se baseia em um algoritmo que altera, de maneira ordenada, os 
pesos sinápticos da rede (HAYKIN, 2008). A Figura 2 apresenta um esquema da 
unidade básica de funcionamento das redes, o neurônio.  
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FIGURA 2 – Modelo de um neurônio não-linear.  

                         Fonte: MARTINS-FILHO, 2005. 

Observa-se na Figura 2, que cada sinal de entrada do neurônio está relacionado 
com seu peso sináptico correspondente que representa uma espécie de lembrança 
dos padrões e dos comportamentos apresentados. Em seguida há um somador com 
objetivo de somar os sinais de entrada multiplicados pelos seus respectivos pesos 
sinápticos. Os bias são incluídos no somador tendo como finalidade aumentar ou 
diminuir a entrada líquida. Por fim, o valor de saída do somador é entrada da função 
de ativação que nos traz como resposta o sinal de saída esperado (HAYKIN, 2008). 

O objetivo de se gerar um modelo é que esse represente da melhor maneira 
possível o comportamento de um determinado conjunto. Logo, é necessário analisar 
a aproximação realizada pelas redes a fim de selecionar o melhor modelo. Espera-
se que uma rede seja capaz de generalizar o futuro com base no passado, ou seja, 
prever comportamentos a partir de seu aprendizado. Para isso é preciso que a rede 
seja bem treinada. De forma aleatória, o conjunto de dados é divido em um conjunto 
de treinamento, um conjunto de validação e um conjunto de teste. A finalidade de 
utilizar o conjunto de validação, diferente do conjunto de treinamento, é evitar que a 
rede apenas enfoque nos treinos e não aprenda a generalizar. Os testes são feitos 
para avaliar as redes, e também influem na finalização dos treinamentos. Ou seja, 
quando os testes param de apresentar melhoras, a rede finaliza seu trabalho de 
treinamento, gerando então o modelo. É importante ressaltar que não há como zerar 
os erros de treinamento e validação juntos, quando o limite de um deles vai a zero o 
outro assume valores muito grandes (HAYKIN, 2008). 

A capacidade das redes neurais artificiais de reconhecerem padrões por meio de 
processos de aprendizagem fez com que as mesmas fossem empregadas em 
diversas áreas para solução de problemas. Por exemplo, na engenharia química as 
redes são empregadas para modelar e otimizar processos e equipamentos a fim 
obter melhores resultados de produção. Segundo BARBON & BARBON Jr. (2014), 
as redes também podem ser utilizadas para classificar alimentos, garantindo 
melhores técnicas para a avaliação dos mesmos.  

Uma vez que as redes neurais são capazes de prever comportamentos a partir 
do processo de aprendizagem, objetivou-se utilizá-las como uma ferramenta de 
aprendizagem matemática para observar os comportamentos de funções estudadas 
no ensino médio. Trabalhou-se com funções que, de alguma forma representam 
fenômenos, sendo importante o conhecimento para utilização em soluções e 
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previsões. O projeto teve por objetivo também observar o funcionamento das redes 
por meio da análise gráfica das respostas das funções matemáticas e do 
comportamento das redes. Desta forma, era possível analisar em qual faixa de 
entrada da rede a simulação da função representada é mais eficiente e em qual 
situação a rede pode não representar corretamente a função simulada. 

 
MATERIAL E MÉTODOS 

As 4 alunas que acompanharam todas as etapas do presente estudo cursam o 
segundo ano do ensino médio na Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio 
Aristeu Aguiar do município de Alegre.  

A fase inicial do projeto foi trabalhada como uma forma de revisão sobre a 
definição de função, relação entre conjuntos numéricos e características de uma 
função. Segundo LEITHOLD (1994) uma função pode ser definida como uma 
correspondência de um conjunto X (números reais x) a um conjunto Y (números 
reais y), em que o valor de y é único para um valor de x. A correlação de dois 
conjuntos pode dizer muito sobre o comportamento de diversos problemas. O grupo 
buscou observar intervalos de funções, e discutir sobre a relevância do 
conhecimento sobre o comportamento em diferentes intervalos. Em sequência, as 
alunas de ensino médio foram apresentadas a funções de primeiro grau, funções de 
segundo grau, algumas trigonométricas e exponenciais. Discutiram-se 
características, comportamentos e gráficos de diferentes funções. Tais 
conhecimentos teóricos possibilitaram a análise gráfica de conjuntos de dados de 
uma correlação desconhecida encontrando, assim, uma correspondência linear ou 
não entre eles.  

Foi realizado um experimento com finalidade de entender conceitos básicos de 
regressão linear como exemplo de um modelo empírico de correlação linear. A 
prática consistiu em anotar diferentes dados de massa e volume de água. No 
software Excel, estes dados foram analisados graficamente e utilizados para o 
desenvolvimento de modelos lineares. Desta forma as alunas do ensino médio 
puderam compreender de forma didática o significado de aproximações de funções. 
Mais além, como os dados eram reais, este procedimento propiciou apresentar às 
alunas de ensino médio o conceito de erros de medida. 

Depois da compreensão sobre modelos utilizou-se redes neurais artificiais para 
aproximar diferentes funções. O software utilizado para o treinamento e validação 
das redes foi o STATISTICA 9.1. Observou-se o comportamento das redes frente ao 
tipo de função aproximada, as dificuldades encontradas quanto ao comportamento 
das funções, os intervalos escolhidos para treinamento e densidade de dados. 
Diversas observações foram realizadas quanto ao treinamento das redes. Foram 
fixados o número de dados, intervalo e redes testadas, variando o número de 
neurônios e a inserção de erro aleatório nos conjuntos. Por fim, a análise sobre os 
modelos gerados e seus erros foi importante para discussões e uma avaliação sobre 
o método de aproximação utilizado. 

 
RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Na parte inicial do projeto os estudos foram concentrados no comportamento de 
funções lineares, analisando variáveis que tenham correlação direta. A linearidade 
de variáveis foi de fácil aprendizado pelo grupo, uma vez que representa fenômenos 
de mais simples explicação e entendimento. Com o objetivo de compreender o 
processo de modelagem e o trabalho das redes neurais, discussões sobre o método 
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de regressão linear simples foram realizadas. Para que esse conceito inicial fosse 
fixado e introduzido para os trabalhos seguintes, dados de volume e massa de água 
foram coletados para observar o comportamento dessas duas variáveis. Os dados 
estão dispostos na Tabela 1, e a partir deles, pelo método de regressão linear 
através do Excel obteve-se o modelo representado pela Equação (1). 

 
y = 0,9945x - 1,2                                                        (1) 

A Equação (1) representa um modelo totalmente empírico, já que somente dados 
de laboratório forem empregados no seu desenvolvimento. Por meio de uma 
discussão dirigida, as alunas de ensino médio foram estimuladas a pensar qual 
deveria ser a massa de água calculada quando um volume nulo fosse empregado 
como entrada. A resposta de consenso foi massa nula. Desta forma, o valor do 
termo independente na Equação (1) deveria ser nulo para que uma entrada nula 
(valor de x igual a zero) correspondesse a uma saída nula (valor de y igual a zero).  
Entretanto, observa-se que o termo independente da Equação (1) não é nulo. Na 
verdade este termo é negativo, o que forneceria um valor negativo para a massa se 
o volume empregado como entrada do modelo fosse nulo. Pode-se verificar que 
respostas semelhantes (valores de massa negativa) são obtidas para valores de 
volume na entrada do modelo inferiores a 1,281mL. Logo o modelo não representa 
um comportamento ou fenômeno real para valores de volume muito pequenos. 
Pensando nisso, o grupo foi estimulado a discutir sobre como obter um modelo que 
melhor representasse o problema, levando em consideração o comportamento da 
água nas condições trabalhadas. Assim, foi proposto um segundo modelo também 
aproximado através do Excel representado pela Equação (2) e com um significado 
físico agregado, ou seja, uma reta com termo independente nulo, mostrando que a 
massa assume valor nulo quando o volume é zero.  

 
y = 0,9845x                                             (2) 

TABELA 1  – Dados experimentais de volume e massa. 
Volume (mL) Massa (g) Massa 

calculada por 
(1) (g) 

Massa 
calculada por 

(2) (g) 

37 34,535 35,523 36,427 

53 52,051 51,435 52,179 

68 66,267 66,352 66,946 

87 84,944 85,248 85,652 

102 100,919 100,165 100,419 

117 115,562 115,083 115,187 

127 124,867 125,028 125,032 

136 135,081 133,978 133,892 

153 150,037 150,885 150,629 

166 163,517 163,813 163,427 

172 169,487 169,780 169,334 

      Fonte: Autores. 
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A água possui densidade próxima de 1, e esta densidade varia com condições 
ambientais de temperatura e pressão. Assim, o grupo concluiu que o modelo 2  
representa o comportamento da massa de água em função do seu volume de 
maneira mais efetiva. Apesar disso, os modelos são aproximações não muito 
precisas e todo conjunto de dados apresenta erros referentes às condições 
ambientais, de medição e de equipamentos, por isso não há aproximações ou 
soluções exatas, como se pode observar nesta prática. Esta observação foi 
importante para a introdução do conceito de erros de medida. 

Após o estudo de variáveis de correlação linear, o grupo começou a entender 
variáveis de comportamento não linear. A ideia era trabalhar funções de 
conhecimento de estudantes do ensino médio. A função não linear mais simples que 
existe consiste na equação do 2º grau, que é amplamente estudada no ensino 
médio. Ressalta-se que embora simples, a equação do 2º grau apresenta muitas 
aplicações em diversos problemas como em cálculos de áreas e na descrição do 
movimento de corpos com aceleração constante. As funções trigonométricas 
principais (seno, coseno e tangente) também são amplamente trabalhadas no 
ensino médio. Desta forma, o foco deste estudo foram as funções polinomiais e 
trigonométricas. Utilizando o software STATISTICA 9.1, funções foram aproximadas 
e testadas com diferentes números de redes e neurônios. Em cada experimento, o 
conjunto de dados a ser utilizado é composto por 100 dados (número mantido 
constante), cujos valores da variável independente, x, variam linearmente no 
intervalo escolhido para o experimento. 

A primeira função testada foi f(x) = x² - 6x + 9, sendo o intervalo para os dados 
gerados de 0 a 6. Neste primeiro experimento, os valores das funções foram 
gerados sem a inserção de erros. Foram testadas: redes com um único neurônio, 
em sequência, 2 neurônios e assim por diante até 5 neurônios. A Tabela 2 mostra os 
valores da média dos erros absolutos das melhores redes obtidas para os dados de 
treinamento e validação em função do número de neurônios utilizados. 

 
TABELA 2  – Média dos Módulos Erros de Treinamento e de Validação para função 

f(x)= x² -6x + 9, para dados gerados sem erro (0 ≤ x ≤ 6). 

Erro de Treinamento Erro de Validação Número de Neurônios 
1,705198 2,750072 1 
0,161373 0,192938 2 
0,125930 0,153329 3 
0,117154 0,116354 4 
0,096706 0,115975 5 

Fonte: Autores. 

Observando a Tabela 2, pode verificar que os erros diminuem quando o número 
de neurônios é maior. Ressalta-se que os resultados apresentados na Tabela são 
referentes aos valores das melhores redes obtidas para cada número de neurônios, 
sendo que em cada caso foram testadas mais de 200 redes. Ressalta-se que ao se 
treinar uma rede no STATISTICA, os valores das estimativas iniciais dos pesos e 
bias são gerados aleatoriamente. Assim, cada treinamento gera uma rede diferente. 
Pode-se observar também na Tabela 2, que para números de neurônios maiores, os 
erros se reduzem de maneira mais lenta com o aumento do número de neurônios. 
Ou seja, é possível minimizar os erros até determinado limite, quando os resultados 
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já não melhoram de maneira significativa. Outro ponto importante é que os erros de 
validação devem ser maiores que os de treinamentos, pois se espera que as redes 
errem mais nos dados que não foram empregados para treiná-las. Para uma 
interpretação gráfica do resultado obtido, os dados gerados por experimento em 
conjunto com a função a ser aproximada e o resultado da rede são apresentados na 
Figura 3 para a melhor rede obtida (5 neurônios).  

 
 

FIGURA 3 – Representação gráfica do melhor modelo aproximado para função f(x) = 
x² -6x + 9 (dados gerados sem erro, 0 ≤ x ≤ 6).  

Fonte: Autores. 
 
Da Figura 3, conclui-se que a rede aprendeu de forma efetiva o comportamento 

da função dentro do intervalo de aprendizagem (0 ≤ x ≤ 6). Em contraposto, a 
extrapolação dos dados não ficou boa, de forma a não representar a função fora do 
intervalo submetido à rede, uma vez que a curva que representa o modelo gerado 
pela rede encontra-se distante da curva que representa a função f(x) = x² - 6x + 9 
fora do intervalo de dados disponibilizados à rede (valores de x abaixo de 0 e acima 
de 6). Por exemplo, para x igual a -1 ou x igual a 7, o resultado de f(x) é 16 e 
verifica-se no gráfico que, para ambos os valores, o  resultado da rede é inferior a 
10. Ressalta-se que a extrapolação em modelos empíricos é sempre arriscada, ou 
seja, este tipo de descolamento entre o comportamento simulado pela rede e o real 
pode acontecer. 

Depois de realizada a aproximação da função quadrática sem erro nos dados 
gerados, erros aleatórios de distribuição normal, média zero e com desvio padrão 
igual a 0,1 foram adicionados aos valores da função f(x) = x² - 6x + 9, expostos à 
rede. A inserção destes erros aleatórios simula a presença de erros de medida, já 
discutidos com as alunas de ensino médio durante a análise dos experimentos de 
laboratório. Novamente foram geradas redes de 1 a 5 neurônios, sendo que os 
valores das médias dos módulos dos erros obtidos para as melhores redes 
conseguidas são apresentados na Tabela 3.  
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TABELA 3  – Média dos Módulos Erros de Treinamento e de Validação para função 
f(x)= x² -6x + 9, para dados gerados com erro (0 ≤ x ≤ 6). 

Erro de Treinamento Erro de Validação Número de Neu rônios 
1,510657 1,607543 1 
0,192837 0,224501 2 
0,121678 0,155974 3 
0,147278 0,172271 4 
0,135064 0,139418 5 

Fonte: Autores. 

De acordo com a Tabela 3, e comparando-a com a coluna do erro de treinamento 
da Tabela 2, tem-se que os modelos gerados a partir dos dados com erro tiveram 
resultados menos efetivos. Porém, comparando a validação, obteve-se em média 
menores desvios. Uma curiosidade é que quando utilizados 3 neurônios o erro de 
treinamento, neste caso, foi menor do que com 4 e 5 neurônios. Isso é um evento 
casual, que pode acontecer uma vez que as estimativas iniciais dos pesos no início 
do treinamento das mesmas são aleatórias (para cada treinamento são empregados 
valores diferentes). Em alguns casos os pesos iniciais podem levar a caminhos de 
mais fácil aproximação. Conclui-se então que em um dos cerca de 200 treinamentos 
realizados para a rede com 3 neurônios, as estimativas iniciais dos pesos foi 
excepcionalmente boa, fornecendo uma performance melhor que as obtidas para 4 
neurônios. Entretanto, o comum a se observar para os dados de treinamento são 
modelos melhores a partir de um maior número de neurônios utilizados. Ressalta-se, 
entretanto, que ao se observar também o desempenho da rede nos dados de 
validação, a melhor rede obtida possui 5 neurônios. O comportamento desta melhor 
rede, considerando-se todos os dados, é apresentado na Figura 4.  

 
FIGURA 4 – Representação do melhor modelo aproximado para função f(x) = x² -6x 

+ 9 (dados gerados com erro, 0 ≤ x ≤ 6).  
Fonte: Autores. 

Apesar dos dados disponíveis para a rede conterem erros aleatórios, o modelo 
representou bons resultados dentro do intervalo de aprendizagem, tanto para os 



ENCICLOPÉDIA BIOSFERA , Centro Científico Conhecer - Goiânia, v.10, n.19; p.                2014 
 

2577 

dados de treinamento como para os de validação. Porém, como já ocorrido no 
primeiro modelo, as extrapolações não geram bons resultados, e pela Figura 4 é 
possível observar os desvios fora do intervalo. 

Dentre as diversas funções empregadas nas aproximações, apresentamos o 
resultado da função seno (f(x) = sen(x)), pelo fato da mesma ser muito estudada por 
alunos de ensino médio. A Tabela 4 apresenta o resultado dos testes. Novamente 
foram geradas redes de 1 a 5 neurônios, sendo que os valores das médias dos 
módulos dos erros obtidos para as melhores redes conseguidas são apresentados 
na Tabela 4. 

  
TABELA 4  – Média dos Módulos Erros de Treinamento e de Validação para função 

f(x)= sen(x), para dados gerados sem erro (0 ≤ x ≤ 2π). 
Erro de Treinamento Erro de Validação Número de Neu rônios 

0,183150 0,184168 1 
0,055269 0,058788 2 
0,040363 0,040486 3 
0,025862 0,029137 4 
0,012285 0,014115 5 

   Fonte: Autores. 

Em primeira instância, nota-se que os valores dos erros para a função seno são 
menores que os valores encontrados na Tabela 2 para a função quadrática. Isso 
ocorre porque os valores de saída da função seno são menores (valor máximo do 
seno é 1 e da função quadrática é 9, no intervalo dos dados gerados), logo os erros 
absolutos menores ao esperados. Os erros, nesse caso também diminuem conforme 
acréscimo do número de neurônios. Através da Figura 5 é possível observar o 
comportamento do melhor modelo obtido. 

 
 

FIGURA 5 – Representação do melhor modelo aproximado para função f(x) = sen(x) 
(dados gerados sem erro, 0 ≤ x ≤ 2π).  

Fonte: Autores. 
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Como já esperado e constatado nas aproximações anteriores, o modelo gerado 

pelas redes se comporta bem quando no intervalo de aprendizagem. Quando 
extrapolados, os resultados pioram à medida que se distanciam do intervalo. É 
interessante observar que para dados não muito longe da faixa dos dados utilizados, 
a rede conseguiu predizer de maneira muito eficiente o comportamento da função 
seno. Verifica-se que a extrapolação funciona de forma razoável até cerca de π/2 
depois dos limites empregados, ou seja, um limite inferior para x de –π/2 e superior 
de 5π/2. Ressalta-se, entretanto, que embora a extrapolação tenha sido boa nesta 
faixa, não havia qualquer tipo de garantia de que isso ocorresse.   

Novos dados para a mesma função f(x) = sen(x) foram gerados no mesmo 
intervalo anterior, mas com erros aleatórios com distribuição normal, média zero e 
desvio padrão 0,1. A Tabela 5 apresenta as médias dos erros de treinamento e de 
validação para as melhores redes obtidas com 1 a 5 neurônios. 

 

TABELA 5  – Média dos Módulos Erros de Treinamento e de Validação para função 
f(x)= sen(x), para dados gerados com erro (0 ≤ x ≤ 2π). 

Erro de Treinamento Erro de Validação Número de Neu rônios 
0,217871 0,266947 1 
0,099560 0,113182 2 
0,084949 0,098152 3 
0,076112 0,087259 4 
0,074758 0,088376 5 

Fonte: Autores. 

Quando comparados à Tabela 4, os erros de treinamento e validação da Tabela 
5 são maiores. Apesar disso, o resultado alcançado foi satisfatório visto que as 
redes conseguiram bons resultados dos dados contendo erros. A partir da Figura 6 
observa-se o comportamento do modelo constituído pela melhor rede através da 
curva inserida no gráfico. 

 
FIGURA 6 – Representação do modelo aproximado para função f(x) = sen(x) (dados 

gerados com erro, 0 ≤ x ≤ 2π). 
Fonte: Autores. 
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Tem-se a representação do conjunto de pontos utilizados na Figura 6. Mesmo 
acrescidos de erro aleatório com desvio padrão 0,1 os pontos encontram-se 
dispersos sob a curva do seno. O modelo aproximado pela rede também 
acompanha a curva do seno no intervalo disponibilizado à rede. Porém, quando 
extrapolado, o modelo possui resposta pior que a do modelo gerado com dados sem 
erro. Ou seja, o erro inserido nos dados piorou a capacidade da rede de fazer 
extrapolações, mesmo para valores de x próximos do intervalo dos dados gerados. 

Em todos os modelos gerados a extrapolação provocou erros na predição dos 
valores das funções aproximadas. Em apenas um dos modelos apresentados neste 
trabalho (vide Figura 5), houve um pequeno erro de extrapolação para valores de x 
não muito distantes do intervalo dos dados apresentados à rede. Entretanto, nos 
demais resultados têm-se erros grandes na aproximação da função quando se tenta 
realizar extrapolações.  

Uma vez que para manipular e compreender as aproximações realizadas pelas 
redes são necessários conceitos matemáticos, a evolução do grupo frente a esta 
disciplina foi observada. As estudantes de ensino médio reportaram que as 
atividades desenvolvidas no trabalho as levaram a revisar conceitos matemáticos já 
aprendidos no ensino médio. Observou-se também que foi despertado o interesse 
em aprofundar estes conceitos a partir da verificação da aplicação dos mesmos na 
resolução de problemas práticos. Este resultado corrobora a informação da literatura 
da importância do uso da modelagem no ensino de Matemática (ALMEIDA & SILVA, 
2010; ROSA & OREY, 2012; BARBOSA, 2001). Neste contexto, ROSA & OREY 
(2012) são bastante enfáticos ao afirmam que “entre as várias tendências atuais 
para o ensino da matemática, acreditamos que aquela que seja a mais adequada e 
que atenda as necessidades impostas pela sociedade contemporânea é a 
modelagem”. 

CONCLUSÃO 
 O presente trabalho, desenvolvido por uma aluna de graduação em 

Engenharia Química, sob a orientação de pesquisadores universitários, apresentou 
conceitos de modelagem matemática empírica a alunas de ensino médio. Conclui-se 
a partir dos resultados que os experimentos iniciais envolvendo regressões lineares 
simples foram importantes para apresentar os erros de medição, demonstrando que 
erros de medida são inerentes aos dados reais. Esta etapa também promoveu às 
estudantes de ensino médio uma maior familiaridade com programas gráficos. 

As funções não lineares, que foram empregadas no desenvolvimento das redes, 
fazem parte do conteúdo da disciplina de Matemática do ensino médio. Entretanto, 
antes do início do trabalho com redes, estas funções e suas aplicações foram 
revistas e amplamente discutidas com as estudantes de ensino médio envolvidas 
neste trabalho. Partindo do conhecimento destas funções não lineares, foi 
apresentada a estas estudantes a técnica de redes neurais artificiais, que consiste 
numa importante técnica de modelagem empírica, muito empregada em diversas 
áreas do conhecimento, em especial nas Engenharias. O contato com o trabalho das 
redes trouxe maior experiência ao grupo sobre o seu uso na geração de modelos e 
no aperfeiçoamento de aproximações utilizando funções que de alguma forma 
venham a representar fenômenos reais. Conclui-se que as discussões e estudos 
sobre o comportamento de funções trouxeram maior conhecimento matemático às 
alunas de ensino médio assim como proporcionou que elas aprendessem mais 
sobre as utilidades de ferramentas teóricas na engenharia. Entender o porquê de se 
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estudar determinados assuntos levou a maior compreensão do que é um curso 
superior e de sua importância. 

Conclui-se também, a partir das observações realizadas pelas estudantes de 
ensino médio, que as comparações gráficas dos resultados previstos pelas redes 
com os resultados das funções testadas possibilitaram a compreensão da 
capacidade das redes de simular corretamente os fenômenos modelados para 
valores na faixa operacional dos dados apresentados às redes. As análises gráficas 
também permitiram às estudantes compreender os riscos associados ao emprego 
de redes neurais na extrapolação.  
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